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Постановка проблеми. Сучасна тригонометрія широко застосовується в
різних галузях математики, зокрема в геометрії, інших науках, у техніці. Тому
зрозуміло,  що  окремі  питання  тригонометрії,  такі,  як  елементи  досліджень
тригонометричних  функцій  і  побудова  фрагментів  їх  графіків,  розв’язання
тригонометричних  рівнянь,  доведення  тригонометричних  тотожностей,
обчислення  тригонометричних  виразів  тощо,  входять  до  програми  вступних
екзаменів з математики до вищих навчальних закладів. Слід додати також, що
всі  основні  відомості  з  тригонометрії  використовуються  для  розв’язання
багатьох геометричних задач на екзамені. Отже, знання з тригонометрії конче
потрібні абітурієнтам.
Що стосується  гіперболічних функцій, то в школі їх не розглядають, а у
вузі вивчають лише означення та деякі властивості. Хоча ці функції знаходять
своє  використання  в  електротехніці,  в  будівельній  механіці,  опорі  металів,
теоретичній фізиці, у території відносності та інших галузях.
Стаття присвячена розв’язуванню наведених проблем. 
Мета  статті: полягає  у  систематизації  матеріалу  з  метою  підвищення
рівня знань у процесі вивчення тригонометрії, математичного аналізу, геометрії,
механіки та фізики.
Виклад  основного  матеріалу  (результатів)  дослідження. Функція
 xgy   називається оберненою до функції  xfy  .
За  зазначених  умов  обернена  функція   xgy   існує  і  неперервна  при
 dcx ; . При цьому виконуються рівності:
   xxfg  ,  bax ; ; (1)
   xxgf  ,  dcx ; .
Графіки  функцій   xfy  ,   xgy   симетричні  відносно  бісектриси
першого координатного кута.
Наприклад, функція ,xey    x , визначає залежність між змінними
yx, ,  яку  можна  також  подати  рівнянням  yx ln  ,  0y .  Скориставшись
позначеннями   xexf  ,   xxg ln   подамо рівності (1) у вигляді:
   xexfg x ln ,  x ; (2)
   xexgf x  ln , 0x .
Графіки функцій xey  , xy ln   симетричні відносно бісектриси першого
координатного кута (див. рисунок).
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Арксинусом  x  xarcsin  називається кут, що задовольняє нерівності  (1) і
синус якого дорівнює x :
  xx arcsin sin , 11  x . (2)
Наведемо деякі числові значення функції xarcsin :
00arcsin  ; 62
1arcsin  ; 
42
2arcsin  ; (3)
32
3arcsin  ; 21arcsin 

 .
Функція xy arcsin   — непарна, тобто
  xx arcsin arcsin  . (4)
Корисно запам’ятати такі формули:
  xx corcsin sin , 1x ;
    22 1arcsin sin1arcsin  cos xxx  , 1x ; (5)
 
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arcsin  tg
x
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
 , 11  x ;
 
x
xx
21arcsin  ctg  , 0x , 1x .
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Приклад. Розв’язати нерівність 
6
arcsin x .
Маємо:
 
6
sin arcsin sin x ; 2
1
x .
Оскільки 1x , то остаточно дістаємо: 12
1
 x .
Функція  xy  cos  неперервна і монотонна при    ;0x . Обернена до неї
функція xy  arccos ,  1;1x , називається арккосинусом (див. рисунок).
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Рис.2
Функція  xy  arccos  монотонно спадає на відрізку  ;1]1[  і  задовольняє
такі нерівності:
 x arccos0 . (1)
Арккосинусом x x arccos  називається кут, що задовольняє нерівності (1) і
косинус якого дорівнює x :
 xx  arccos cos , 1 1  x . (2)
Із симетрії графіка відносно точки 




 
2
;0  випливає рівність:
   xx  arccos arccos ,
звідки знаходимо формулу
xx  arccos)( arccos  . (3)
Порівнюючи графіки функцій xy arcsin   і xy  arccos , дістаємо:
2
 arccosarcsin  xx , 1x . (4)
Наведемо деякі числові значення x arccos :
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0 arccos  ; 32
1 arccos  ; 
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2 arccos  ;
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3 arccos  ; 01 arccos  . (5)
Корисно запам’ятати такі формули:
  xx  arccos cos , 1x ;
    22 1 arccoscos1 arccossin xxx  , 1x ;
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Функція xy  tg  неперервна і монотонна при 




 
2
,
2
x . Обернена до неї
функція xy  arctg ,   ,x , називається арктангенсом (див. рисунок).
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Функція xy  arctg  монотонно зростає, непарна і задовольняє нерівності:
2
 arctg
2



 x  . (1)
При цьому виконуються граничні співвідношення:
2
 arctg lim 

x
x
, 2 arctglim

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x
-x
. (2)
Арктангенсом x x arctg  називається кут, що задовольняє нерівності (1) і
тангенс якого дорівнює x :
  xx  arctg tg ,  x . (3)
Функція xy  arctg  набуває таких значень:
00 arctg  , 63
1 arctg  , 41 arctg

 ; (4)
3
3 arctg  ,   2 arctg

 .
Корисно запам’ятати деякі формули:
 
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 arctgsin 
x
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
 ;  x ,
 
21
1 arctg cos
x
x

 ;  x , (5)
  xx  arctg tg ;  x ,
 
x
x 1 arctg ctg   ; 0x ,  x .
Приклад. Обчислити значення  3arctgsin .
 
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3
31
33arctgsin 

  .
Приклад. Обчислити значення суми    3arctgcos2arctgcos  .
   
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3
13arctgcos2arctgcos  .
Виведемо формулу для суми арктангенсів.
Нехай справджується рівність
zyx  arctgarctg .
Знаходимо значення
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Звідси маємо:
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xy
yxyx
1
arctg arctgarctg   1 ,0 k . (6)
Оскільки виконуються нерівності (1), то число  k може набувати значень
0k , 1 .
Приклад. Знайти значення суми 3
1arctg
2
1arctg  .
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Приклад. Знайти значення суми 3arctg2arctg  .
 
4
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321
32arctg3arctg2arctg 


 .
Функція xy ctg  неперервна і монотонна на проміжку  ;0 . Обернена до
неї функція xy arctg    x  називається арккотангенсом (див. рисунок).
2

x
y

0
Рис.4
Функція xy arcctg  монотонно спадає і задовольняє нерівності:
 xarcctg0 . (1)
При цьому виконуються граничні співвідношення:
,0arcctglim 

x
x   xx arcctglim . (2)
Арксотангенсом x xarcctg  називається кут, що задовольняє нерівності (1)
і котангенс якого дорівнює x :
  xx arcctgctg ,  x . (3)
Розглядаючи графіки арктангенса і арккотангенса, доходимо висновку, що
завжди виконуються рівності:
2
arcctgarctg  xx ; (4)
  xx arcctgarcctg  . (5)
Наведемо табличні значення арккотангенса:
2
0arcctg  ; 33
1arcctg  ; 41arcctg

 ;
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3arcctg  ;   0arcctg  . (6)
Корисно запам’ятати такі формули:
 
21
1arcctgsin
x
x

 ,  x ,
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  xx arcctgctg ,  x .
Приклад. Обчислити значення функції  8arcctg7arcctgcos  .
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Приклад. Обчислити значення функції  3arcctg2arcctgtg  .
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Розглянемо  складніші  приклади  обчислення  значень  обернених
тригонометричних функцій.
Приклад. Знайти вираз для суми yx arctgarctg  . Нехай 
zyx  arctgarctg . 
Тоді 
  zyx tgarctgarctgtg  ,
xy
yxz



1
tg , 

 k
xy
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1
arctg   1 ,0 k .
Остаточно маємо:



 k
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yxyx
1
arctgarctgarctg   1 ,0 k .
Висновки  та  перспективи  подальших  пошуків  у  напрямі
дослідження.  Відповідно  до  поставленої  мети та  задач дослідження  під  час
вирішення  наукової  проблеми  і  впровадження  розроблених  положень
розглянуто  означення,  властивості,  графіки,  походження  обернених  функцій,
обернених тригонометричних і  обернених гіперболічних  функцій;  розв’язано
рівняння  та  нерівності  та  різні  приклади  з  даної  теми; систематично
опрацьований  матеріал;  розроблено  конспект  уроку  з  використанням  ІКТ  у
шкільному курсі математики.
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